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Lezione 23. 

Trasformazione Z
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Schema

1. Introduzione

2. Definizione

3. Proprietà

4. Calcolo dell’antitrasformata Z
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Equazioni 

algebriche

Equazioni alle 

differenze

( )ku •

••

•
Dominio del 

tempo k

Dominio della 
trasformata Z

( )zU

( )ky ( )zY

1. Introduzione

S

Z

Z-1

( )ku ( )ky
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2. Definizione

( ) →Zkf :

( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( ) +++== −


=

−− 2

0

1 210 zfzffzkfkfzF
k

kZ

Z

( ) →CzF :

Trasforma una funzione reale di 

variabile intera in una funzione 

reale di variabile complessa.
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È una funzione reale

della variabile complessa z

Non dipende dai valori assunti 

da          per  ( )kf 0k

Osservazioni

( ) kfZ

( ) kfZ
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Esempio - Trasformata dello scalino
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Esempio - Trasformata dell’impulso

( ) ( )




=


==

01

00
imp

  k

  k
kkf

( ) ( )  ( ) ( ) 10
0

=== 


=

− fzkfkfzF
k

kZ
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Esempio - Trasformata dell’esponenziale

𝑓 𝑘 = 𝑎𝑘

𝐹 𝑧 ≡ ෍

𝑘=0

∞

𝑓 𝑘 𝑧−𝑘 =෍

𝑘=0

∞

𝑎𝑘𝑧−𝑘 =෍

𝑘=0

∞

𝑎𝑧−1 𝑘 =
1

1 − 𝑎𝑧−1
=

𝑧

𝑧 − 𝑎
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3. Proprietà

3.1 Linearità

( ) ( ) kfzF Z=

( ) ( ) kgzG Z=

( ) ( )  ( ) ( )zGzFkgkf +=+Z ∀ 𝛼, 𝛽 ∈ ℝ
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3.2 Ritardo

( ) ( ) kfzF Z=
Sia ( ) ( )1−= kfkg

Allora ( ) ( )zFzzG 1−=

Infatti:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) =+++−=−= −−


=

−


=

−  21

00

1011 zfzffzkfzkgzG
k

k

k

k

( ) ( ) ( ) ( )( )=++=+++= −−−−  1121 10100 zffzzfzf

( ) ( )


=

−−− ==
0

11

k

k zFzzkfz

k

( )kg

( )kf

0 1 2 3 4 5

g è “in ritardo” di un 

passo rispetto a f.

…

… …
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3.3 Anticipo

( ) ( ) kfzF Z=

Sia ( ) ( )1+= kfkg

Allora ( ) ( )zzFzG =

Infatti:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) +++=+= −−


=

−


=

−  21

00

3211 zfzffzkfzkgzG
k

k

k

k

( ) ( )( ) ( ) ( )


=

−−− ==++=
0

21 21
k

k zzFzkfzzfzfz 

k

( )kg

( )kf

0 1 2 3 4 5

g è “in anticipo” di un 

passo rispetto a f.

( ) 00 =fcon

……

…
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imp 𝑘 1

sca 𝑘
𝑧

𝑧 − 1

ram 𝑘
𝑧

𝑧 − 1 2

par 𝑘
𝑧 𝑧 + 1

𝑧 − 1 3

𝑎𝑘
𝑧

𝑧 − 𝑎

sin 𝜗𝑘
𝑧 sin 𝜗

𝑧2 − 2 cos 𝜗 𝑧 + 1

cos 𝜗𝑘
𝑧 𝑧 − cos 𝜗

𝑧2 − 2 cos 𝜗 𝑧 + 1

Tabella trasformate notevoli



F. Previdi - Automatica - Lez. 23
13

4. Calcolo dell’antitrasformata

( ) ( ) zFkf 1-Z=

✓ Formula esplicita

✓ Teorema del valore iniziale

✓ Teorema del valore finale

✓ Sviluppo di Heaviside

✓ Lunga divisione 
( )zF

( )0f

( )f

(solo per          razionali)

new!
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Ipotesi: i poli di F(z) devono avere tutti modulo <1 

oppure essere in z=1

4.1 Teorema del valore iniziale

( ) ( ) ( )zFzF
z

z
f

zz →→
=

−
= lim

1
lim0

4.2 Teorema del valore finale

( ) ( ) ( ) ( )zFzzF
z

z
f

zz
1lim

1
lim

11
−=

−
=

→→

Infatti:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )0210 21

0

fzfzffzkfzF
z

k

k ⎯⎯ →⎯+++=
→

−−


=

− …
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4.3 Antitrasformata Z mediante lunga divisione

Si consideri una F(z) razionale

( )
( )
( ) 01

1

1

01

1

1

azazaza

bzbzbzb

zD

zN
zF

m

m

m

m

n

n

n

n

++++

++++
==

−

−

−

−




con mn 

Facendo la divisione di polinomi si ottengono tanti campioni 

di f(k) quanti sono i “colpi” di lunga divisione che si fanno.

Infatti:
( )zN ( )zD

( ) ( ) ( ) ( )


=

−−− =+++
0

21 210
k

kzkfzfzff 

Con la lunga divisione non si ottiene un’espressione analitica 

di f(k), ma solo i suoi primi campioni.

…

…

…
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22

24
)(

2

2
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+−
=

zz

zz
zF

884

24   

2

2

−−−

+−

zz

zz 222 ++ zz

++− −− 21 1294 zz

118189   

69

−++

−−

zz

z

11812 −+ z

Esempio

( ) 40 =f

( ) 91 −=f

( ) 122 =f

…


