Lezione 5. Calcolo
dell’antitrasformata di Laplace
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Schema della lezione

1. Introduzione

2. Antitrasformazione di Laplace

3. Strumenti per 1’antitrasformazione
4. Teorema del valore 1ni1ziale

5. Teorema del valore finale

6. Antitrasformazione mediante sviluppo di Heaviside
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1. Introduzione

ult) o — > U(s)

_— Dominio Dominio ..
Equazioni Equazioni
: - del tempo delle .

differenziali algebriche
trasformate
(t)° '
) S~ __— v(s)
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2. Antitrasformazione di Laplace

‘Z S1 ha corrispondenza biunivoca
— - considerando uguali le funzioni
che lo sono:
1) F(s)
< _ eper >0
‘Z-l e a meno di un insieme di misura

nulla (singoli punti)
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3. Strumenti per P’antitrasformazione di Laplace

1(0)= L [F(s)]

v' Teorema del valore iniziale | > £(0)
v' Teorema del valore finale | > f(w0)

v" Sviluppo di Heaviside
(solo per F(s) razionale)
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4. Teorema del valore iniziale

f£(0)=limsF(s) | se esiste finito

§—>00

F. Previdi - Automatica - Lez. 5



Esempio

F(s)= L[ ()= Llcos(@)] =

st + @’

» f(O) = limSF(S) =1  1nfatt f(O) = cos(O) =1

§—>00

> j0)=r LFO] =sF(s)- £(0) ==~

S +w

£(0) = lims 2_(”2

~=0 infatti f(0)= —sin(0)=0
520 87 4+
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5. Teorema del valore finale

Ipotesi F (s) ha solo:
e poli con parte reale negativa

e poli nulli, cloe in s =0

f(oo)=lim £(¢)=1limsF(s) se esiste finito

t—o s—0
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Esempio

W F(s)= Leos(wn)]=
S+
Polim tjo | > 1l Teorema del valore finale

non ¢ applicabile !

> F(s)= Lscalr)] l
f(oo):lsiilgsézl
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6. Antitrasformazione mediante sviluppo di Heaviside

Applicabile solo per /7 (s) razionali

N(s) _ bys” +bs" "+ +b

n n-1 msn
D(S) a,s +a,s  +---+a,

F(S)=

L’idea & scomporre F(s) nella somma di elementi per i quali
¢ nota I’antitrasformata.

- = -

4 \

F(s) 4R ()M F (s -

-— -

[0+ £+ = £(0)
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S1 considerano solo 1 seguenti casi:

con poli real1 distinti

# F(s) con poli reali multipli
) con poli complessi coniugati

con grado del denominatore
uguale al grado del numeratore (m=n)
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Poli reali distinti

D(s)=a,(s+ p, s+ p,)...(s+ p,)

poliin —p;, con p,#p,,i#j

/&\\ ’O-L-\\ ,O-L—\
/ / / \
F(S):I i 2 H ..y —
\S+pl \S+p,I ST DI
IBTRIGD ORI
I I sla
| I |
f—ll g—ll g—ll
| I |
| I |
\4 \4
T NS a2 T o
(e, lae ™, (a,e ™) | >
S o -’ -~ S o e
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Esempio

Calcolare ’antitrasformata di F (S) = —f-ig—‘v—
S(S + 6)(S + 1)
F(s): s+2 _%y 0y Oy
S(S + 6)(S + 1) s s+6 s+1 Devono essere
oy (s+6)(s+1)+o,s(s+1)+os(s+6) ‘%%Pah
S(S + 6)(S -+ 1) T -

e
s
L9

o, +o, +o, =0

I\

To, + o, +60, =1
b, =2
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Bisogna risolvere un sistema di tre equazioni in tre incognite
(
1/ 5 _
o, +o, =0
(o, +ou, +oy =0 A 27

To, + o, +6a, =1 I:> %+OL2+6OL3=1 I:>
6o, =2 a1:%

(OL2=—OL3—% fazz_o%_% fOLII%
%—a3—%+6a3:1 I:> <oc3=—% |:> <oc2=—%5
\OH:% kOH:% ka3=—%

F(S): s+ 2 :%_%5_%

s(s+6)s+1) s s+6 s+l

/\
/\

N\
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E’ quindi possibile calcolare l’antitrasformata

Fls)= S+2 / /5 /

s(s+6)s+1) % s 7 S+6 s+1

’’’’’

:’1 ““‘ :0“‘ 2 .~"“ :‘ "“
-6t ¢ —t %

f(t)-:—sca(t)rr—e et pert>0
‘3 1 5 “.:' ."‘ 5 ‘::

S1 puo scrivere anche cosi:

1 2 5 1 .
[|J=———e  ——e ert >0
f() T ;¢ P
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Poli reali multipli

D(S)z ---'(S-I—p)k'"' k>1

Ci possono essere polt multipli

/—\ -~ -
F(S):..._hf B, \rh/ B \\_|_... _h’, B \\_l_...
SEp(s+p)) s+ p))
\N_7 S s -~_
r r
l | l
-1 -1 -1
L L |
l ] l
A AN =Y
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Esempio

*
O..

Calcolare I’antitrasformata di ~ F(s)= —zmuu—‘v
S (S + 1)

s+2 o, O, O,

F(s)= +—12 4

SZ(S+1)_ S s° S-|—1:

_ OLHS(S + 1)+ oclz(s + 1)+ o,

-------------
sn®
o®

Celayra)s oy, va,
)

llllllllll

E
I
AN
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*
*
*
*
*
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*
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E’ quindi possibile calcolare 1’antitrasformata
s+2  f 1210

F(S): 2 =i-—H o H

s (S + 1) AR S

.
up?
-

[
]
L
L
4
R
4

L L
.
[ u .
L] - .
L] - .
4 v <
LYY RNy
. ..' “I‘ .,. “Il.
¢ o* *e *

f(¢)=—scal(¢)ir 2ram(¢ Jir e pert>0

S1 puo scrivere anche cosi:

f(t)==1+2t+e" pert>0
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Poli complessi coniugati

D(S):"°'(S_G_j0))(S—G—|—j(D)...

< g Z
(s—c) +0>  poliin 6t jo
- Re1v~
F — BS_I_Y A
) s—o) +a
’BSJ:V— B;;JrBG\ Re S_-(;‘ y+[3cs, —(:)~\\\
‘\ s—0) +(02 g p‘(s G) +03 ’ ® (\(S—G)2+(0i’

‘————

2 27

—I—§

’e cosoot‘ 'e Sin oot‘

‘—_’ SIS
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f(t) = ...+ B(e‘”cosmt)+ v +Po (e‘”sinoot)+

®
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Esempio

mEN
““- ...'~
° .
S 3s5—4
-
e

Calcolare I’antitrasformata di /' (S) = (

3s—4 o Bs+vy

F(S)=

B oc(52 + 285+ 5)+ (Bs+y)Ns+2)
(Sz +2S+5XS+2)

L]
L]
......
----------
lllllllllllllllllllllllllll

(S2+2S+5XS—I-2):S—I—2+S2+2S+5 ]

.
.
.
.
.
“"
e
.
.t
.t
.t
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Devono essere

.
.
.
““
.
.

(0 +B=0
200+ 2B+y =3

5o+ 2y =—4

21



S1 ha qumdl la seguente scomposmone
2 " 2543 _
SH25T 425+ 5.

~~~~~
.....
----------

E’ pero possibile riscrivere 1l denominatore del secondo termine
in modo differente:

2 25+3 2 25+3
F(S):_ t B T3 -
s+2 s +2s+5 s+2 sT+2s+1+4
__ 2 + 2S+3 k :  Qual e ’antitrasformata ?

s+2 - S+1) +4 7

‘
“
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Pro memoria

2| > e—ctsin(mt) per £>0

*
P4

L]
N .
.
-------
----------

2 ' > e “cos(wt) pert>0

Quindi:

(S + 1)2 +4 l(s + 1)2 + 4 2:( o1 1)2 vy

‘e o*
‘e Ry
- .
---------

:le+k1-|—2k2 | > 2 3| > |
| T LK, =

(s+1) +4
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E’ qu1nd1 poss1blle calcolarel antltrasformata

N I L L T
Fls)=+ 32 bl
s)=: 5, s+2 . (s+1) 47 2(s+1) +4

‘Zl ‘Zl ‘Zl

£(z) : e + Ze cos(2t)+ ; e 81n(2t) pert>0
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Grado relativo nullo (m=n)

Se il numeratore N(s) e il denominatore D(s)
hanno lo stesso grado, nella scomposizione di /' (S)
bisogna aggiungere un termine costante.
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Esempio

CalCOl
are I’
e ’antitrasform
F(S): (S + 2)2 ata di F( : N
s(s+1) _ 9o, o S):SJrz)2
_al(S+1) > +S+21+OC _ S(S_I_l)v .....
B + D
R
] De;gno €S
ser
Uguali C

----------------------------------

] <

o

T

a2+a .
0—4

F.P
. revidi )
Automatica
-Lez

)
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E’ quindi possibile calcolare 1’antitrasformata
fqy o1 G
AOFR SEE 1S
tsh o s+HF

L
» - .
n - [}
] - -
‘ = .
i
LN
PR e, Rk 2 anEmgy
%o g % o*
*
(S
.
g

f(£)=4sca(tf-e % imp(¢): perz>0

S1 puo scrivere anche cosi:

f(t)=4—e" +imp(t) perz=0
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Esempio esplicativo

(Trasformazione di Laplace per la risoluzione di equazioni differenziali)
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—

2SN
I4\/ 1 \

V(s)=
(S) (‘<s+1,'-Ii \S(S-I-l)/l

/\,\
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