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Lezione 4. 
Trasformazione di Laplace
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Schema della lezione

1. Introduzione

2. Definizione di trasformazione di Laplace

3. Legame tra scalino ed impulso

4. Proprietà della trasformazione di Laplace

5. Poli e zeri di una trasformata
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Equazioni 
algebriche

Equazioni
differenziali

 tu

Dominio
del tempo

Dominio 
delle 

trasformate

 sU

 ty  sY

1. Introduzione

S
yu

L

1-L
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2. Definizione di trasformazione di Laplace

  :tf

Cjs 

      



 

0 
    dtetftfsF stL

L

  CsF : dove
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  tfL è una funzione reale
di variabile complessa

  tfL non dipende dai valori assunti da          
per   tf 0t

Osservazioni
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











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Trasformata dello scalino

Esempio

Lo scalino (di ampiezza unitaria) è la seguente funzione del tempo:

 









0per    1

0per    0
sca

t

t
t

La trasformata di Laplace dello scalino è:
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 

 














 

 
1imp

0  ,0imp

dtt

tt
?

   tft 
 0
limimp



1

t0

 tf



L’impulso è la funzione del tempo definita dalle seguenti proprietà:

Trasformata dell’impulso

Esempio

Cosa significano (insieme) queste due relazioni? 

E’ possibile pensare ad una funzione fε(t) definita come segue: 

 













t

tt

tf
0per    

1

 ,0per    0
e dire che:
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st      
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1
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 s

se

s

e
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
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LL H

   tft 
 0
limimp


      tft 


LL
0

limimp




Quindi calcolare la trasformata di Laplace dell’impulso:
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
1

t0

 tf



 
t

df
0



t0

 timp

1

0 

1

t0

 tsca

      dt
t 

0 
impsca    t

dt

d
t scaimp 

3. Legame tra scalino e impulso

0
tt t

t t

0
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4.1 Linearità

    tfsF 11 L     tfsF 22 L

        sFsFtftf 2121  L C ,

4. Trasformazione di Laplace: proprietà
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4.2 Traslazione nel dominio del tempo

    tfsF L   ,tf 0 0t

    sFsτeτtf L 0, 
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     4scasca2  tttf

 
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e

s
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s42 


2

0

 tf

1

4
t

Esempio
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4.3 Traslazione nel dominio delle trasformate

    tfsF L

    




 sFtfteL
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   tetg tsca

0

 tg
0

1

t

Esempio

e’ un modo per dire 

  0  ,  tetg t

 
s

sF
1

   ttf sca

   












s
sFtfte

1L
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 tsinL
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
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Esempio

A rigore sarebbe     tt sca sin L
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    tfsF L

    
ds

sdF
ttf L

4.4 Derivazione nel dominio delle trasformate
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    tfsF L

        0fssFtftf
dt

d





 LL

4.5 Derivazione nel dominio del tempo

�̇ �
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 
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 Ordine 2

 Ordine n

       

0

1

1
1 0






















t

n

n
nn

n

n

dt

tfd
fssFs

dt

tfd
L

Estensione a derivate di ordine superiore

L �̈ � = �L �̇ � − �̇ 0 = � �� � − � 0 − �̇ 0

= ��� � − �� 0 − �̇ 0
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    sFtf L

   sF
s

df
t 1 

0 






 L

4.6 Integrazione nel dominio del tempo



F. Previdi - Automatica - Lez. 4 22

     
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

L



0

 tf

45°

 tram

t

Esempio
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Poli:   valori di s per cui   sF

Zeri:   valori di s per cui   0sF

Zeri:  radici di

Poli:   radici di 

  0sN

  0sD

Caso notevole

e           polinomi in s sN  sD

5. Poli e zeri di una trasformata

 sF razionale,  cioè    
 sD
sN

sF 


