ESERCIZIO 1

Si consideri un sistema dinamico retroazionato con funzione di trasferimento d’anello L(s) descritta dai
seguenti diagrammi di Bode

Bode Diagram
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1.1 Stimare dal grafico i valori di pulsazione critica, margine di fase e margine di guadagno. Dire, se
possibile, se il sistema retroazionato é asintoticamente stabile.
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Dal grafico si puo stimare che
w, = 1.8rad/s (valorevero 1.79 rad/s)

wy; = 10.5rad/s (valore vero 10.40 rad/s)

IR

Om = 100° (valore vero 101°)

k., = 20 dB (valorevero 17.6 dB)

Il criterio di Bode e applicabile poiché il diagramma del modulo attraversa I’asse a 0 dB una sola volta e,
analizzando il rapporto tra pendenze del diagramma del modulo e valore della fase, si puo dedurre che il
sistema & a fase minima (e quindi non ha poli a destra).

Il guadagno e positivo (gia detto che il sistema e a fase minima e comunque il sistema ha un integratore e la
sua fase in bassa frequenza € —90°), il margine di fase & positivo e quindi il sistema retroazionato &
asintoticamente stabile.



1.2 Sulla base dei valori trovati al punto precedente, calcolare il massimo ritardo d’anello ammissibile per
il sistema retroazionato.

Il massimo ritardo d’anello 7,4, € il valore del ritardo che, se posizionato nell’anello diretroazione, introduce
uno sfasamento alla pulsazione critica (in modulo) pari al margine di fase. Quindi 7,,,, € tale che

T
WeTmax = (pmﬁ
da cui
T
_ Im =097s

fmax =", "180°

Il valore vero € 0.99 s.



ESERCIZIO 2

Si consideri il sistema dinamico retroazionato descritto dal seguente schema a blocchi, dove G(s) & una
funzione di trasferimento a fase minimae K > 0.

d(t)
w(t) e(t) u(t) y(t)

Il diagramma di Bode (asintotico ed effettivo) del modulo della risposta in frequenza di G(s) & mostrato
nella seguente figura
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2.1 Sia K = 1. Dire se il sistema retroazionato e asintoticamente stabile.

Per K = 1 si ha che L(s) = KG(s) = G(s) e quindi il diagramma di Bode in figura & quello della funzione
d’anello.

Dal grafico si puo stimare quindi che w, = 3.5 rad/s. Per calcolare la fase critica & necessario stimare dal
grafico anche la funzione di trasferimento (non serve il diagramma della fase perché il sistema & a fase
minima).



Dal grafico si pud dedurre che il sistema ha

- tipog=0
- guadagnou = 37 dB, cioe u =71
- poliinp; =01ep, =2

Quindi la funzione di trasferimento stimata e

71

6= T Tosa +059)

E’ quindi possibile calcolare il margine di fase.
pc = —arctg(10w;) — arctg(0.5w;) = —arctg(35) — arctg(1.75) = —88°.4 — 60°.2 = —148°.6
e quindi
Om = 180° — || = 31°.4

Quindi, per il criterio di Bode, il sistema & asintoticamente stabile.

2.2 Determinare il valore di K per cui la pulsazione critica del sistema retroazionato vale w, = 20 rad/s.

Alla pulsazione w = 20 rad /s siha |G(jw)| = —30 dB. Se desideriamo che 20 rad /s sia la pulsazione critica
bisogna scegliere K in modo da traslare verso I'alto il diagramma di Bode della figura (che € per K = 1).

Infatti, dal momento che L(s) = KG(s) sia ha che |L(jw)| = K|G(jw)|. Passando ai decibel si ha che

ILGw)lap = Kap + |G(w)lap
Quindi, dal momento che |G(j20)|;5 = —30 dB e noi desideriamo che sia |L(j20)|;5 = 0 dB, dovremo
scegliere K;5 = 30 dB cioe

30
K = 1020 = 31.6



ESERCIZIO 3

Si consideri il sistema di controllo retroazionato a tempo continuo descritto dal seguente schema a
blocchi

d(t)
w(t) e(t) u(t) R
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dove G(5) = (r5o s

e R(s) =4

3.1 Tracciare il diagramma di Bode asintotico del modulo della risposta in frequenza della funzione di
trasferimento d’anello.

La funzione di trasferimento d’anello
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3.2 Sulla base del diagramma tracciato, valutare approssimativamente il valore della pulsazione critica w
e calcolare il margine di fase ¢,,.

Diagramma di Bode - Modulo
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Dal diagramma di Bode & possibile ricavare la pulsazione critica w. = 4.5 rad/s e poi calcolare la fase
critica

¢, = —atan(4.5-5) — atan(4.5) = —164°.9
e di conseguenza il margine di fase

@, = 180° — |—164°.9| = 15°.1

3.3 Valutare approssimativamente la posizione dei poli dominanti in anello chiuso e confrontarla con la
loro posizione esatta.

Poiché il margine di fase e ¢, < 75°, si e in presenza di poli dominanti complessi coniugati con:

rad
wn Zw, =457 e 65%50.15.

Calcolando la funzione di trasferimento in anello chiuso si ha

RO 100 ~ 20
5= 1+L(s)_552+6s+101_52+gs+%

dacuiw, = /%E4.49%e{= ° _~0.13

10 101

]

| due risultati sono molto simili.



3.4 Supponendo che gli ingressi siano w(t) = d(t) = sca(t), calcolare il valore dei contributi al modulo
dell’errore a transitorio esaurito dovuto ai due ingressi.

Il guadagno di G(s) e u; = 25 e il guadagno del regolatore e pp = 4.

Quindi il guadagno d’anello e 4 = 100.

Il tipo della funzione d’anello € g = 0.

L'ampiezza degli scalini per entrambi gli ingressie A = 1.

E’ quindi possibile fare riferimento alla tabella per il calcolo dell’errore a regime.

Valore di regime |e(00)| in risposta a w(f) oppure a d(t)

Asca(t) A ram(t) A par(t)
) -0 A o ©
1+ u
A
H
A
g=2 0 0 —
H
g=3 0 0 0

|

Essendo gli ingressi degli scalini siamo sulla prima colonna. Essendo nullo il tipo della funzione d’anello
siamo sulla prima riga.

A 1

Quindi |ey, ()| = [egq(e0)| = 1+p 101

Se I'esercizio avesse chiesto il valore dell’errore a transitorio esaurito la risposta sarebbe stata differente.
Infatti

le(e0)| = ley (o) + eq(0)| # |ey, ()| + |eg(c0)]
Dal momento che la funzione di trasferimento dal riferimento all’errore & S(s), il contributo all’errore
dovuto al riferimento e positivo

A 1

eW(OO) =

1+u 101
Invece, essendo la funzione di trasferimento dal disturbo all’errore pari a —S(s), il contributo all’errore
dovuto al disturbo & negativo
1 1

el =~ = 1ot

e quindi avrei avuto e() = e, () + e4(c0) = 0.



3.5 Discutere la capacita del sistema di controllo di attenuare I'effetto di un disturbo sinusoidale sulla linea
di andata.

La funzione di trasferimento dal disturbo d(t) all’uscita e dal disturbo d(t) all’errore & sempre la funzione di
sensitivita S(s) (a meno del segno). Sappiamo che |S(jw)|45 = —|L(jw)|4p nella banda [0, w.] e quindi il
sistema retroazionato attenua I'effetto del disturbo sull’errore e sull’uscita di un fattore |L(jw)|45 fino alla
pulsazione w. = 4.5 rad/s. Oltre la pulsazione critica, ovvero fuori dalla banda di controllo, i disturbi
sinusoidali non vengono attenuati ed arrivano inalterati sull’uscita e sull’errore.

Nel particolare caso in esame, a titolo di esempio, I'attenuazione & di 40 dB (1/100) fino a circa 0.2 rad /s e
vale 20 dB (1/10) a circa 1.5 rad/s.

. . - . . . 4
3.6 Spiegare perché non sarebbe possibile usare un regolatore con funzione di trasferimento R(s) = -

-
Rispetto al caso precedente, I'aggiunta di un integratore nell’anello da un contributo di —90° alla fase
critica ed il margine di fase ¢,,, & troppo basso per tollerare la presenza di un integratore nell’anello (senza
altre modifiche).

La presenza dell’integratore modificherebbe anche la pulsazione critica (la abbassa lievemente portandola
a circa 3 rad/s), ma il contributo alla fase critica degli altri due poli non viene modificato
significativamente.



ESERCIZIO 4

Si consideri il sistema di controllo retroazionato a tempo continuo descritto dal seguente schema a blocchi

d(t)
+
w(t) e(t) i u(t) y(t)
: Ris) e " Gls) —T
dove G(s) :% , R(s) = 0.1% et=1.

Calcolare il valore a transitorio esaurito dell’errore e(t) e dell’azione di controllo u(t) a fronte degli
ingressiw(t) = sca(t) e d(t) = 2sca(t —1).

La funzione di trasferimento d’anello vale

1+s 10(1-05s) 1-0.5s

— )

L(s) = R(s)G(s)e™** = 0.1 (1+s5)(1+029)° “s(+025)°

Al fine del calcolo dei valori di regime delle variabili del sistema, la presenza del ritardo non ha alcun effetto
(siamo nel limite s — 0).

Analogamente, non ha alcun effetto il ritardo sull’ingresso d(t) ed anch’esso puo essere trascurato.
La funzione di trasferimento dal riferimento w(t) all’errore e(t) & S(s).

La funzione di trasferimento dal disturbo d(t) all’errore e(t) &€ —S(s).

La funzione di trasferimento dal riferimento w(t) all’azione di controllo u(t) & Q(s) = :f()s)‘
La funzione di trasferimento dal disturbo d(t) all’azione di controllo u(t) &€ Q;(s) = — 1:2_22).
Applichiamo il teorema del valore finale in tutti i casi.
limsS(s)W li t 1 li ! li ! 0
o) = = _ = — —
ew(%0) = M sSOW(s) = lim s =70 5 = M 37 s, 1
s
limsS(s)D li _ 1z li _z li _Z 0
o0) = — = — —_—= — = — =
ea(%) = =limsS(ID(s) = —lims 7S5 = ~ i T s 90, 1
s

e(o0) = ey (@) +eq() =0

Entrambi questi risultati sarebbero stati facilmente ottenibili dalla consultazione della tabellina (prima
colonna, seconda riga).

o W) e RO 1R T 01
() = fimsQEW () =i s 5 = Iy — 1



ta() = I s QD) = IS T Ty s TR TH L~ W]

u(o0) = uy, () + uz(o0) =0.1-0.2=-0.1

1
—R(s) 2 _ . —2R(s) _ . 275




ESERCIZIO 5

Si consideri il sistema di controllo retroazionato a tempo continuo descritto dal seguente schema a blocchi

da(t)
+
w(t) e(t) + u(t) y(t)
N R(s) —>  G(s) >

10 1+10s
dove G(s)= s(1+105)(1+0.55) e R(s) = (1+0.5s)
Calcolare il valore a transitorio esaurito dell’errore e(t) in corrispondenza degli ingressi w(t) = —2sca(t)
ed,(t) = 3sca(t).
La funzione di trasferimento d’anello &

1+ 10s 10 10

L(s) = R(s)G(s) =

(1+055)s(1+ 10s)(1 + 0.55) _ s(1 + 0.55)2

Il contributo all’errore dovuto al riferimento & facilmente valutabile sulla base dell’analisi della tabellina
fornita a lezione. In particolare, esso sara nullo (prima colonna, seconda riga) in quanto la funzione d’anello
ha un polo nell’origine (tipo g = 1) e quindi si avra errore nullo a transitorio esaurito a fronte di variazioni a
scalino del riferimento.

Quindi
ew(oo) =0

Il contributo dovuto al disturbo d,(t) (disturbo di carico) puo essere valutato applicando il teorema del valore
finale. La funzione di trasferimento da d,(t) a e(t) &

10 10
S,(s) = —G(s)  s(1+10s)(1+05s)  s(1+10s)(1+0.5s) _ —10(1 + 0.5s)
AT T4 L(s) 1+ 10 T s(1+4+055)2+10 (14 10s)(s(1 + 0.55)% + 10)
s(1+ 0.5s)? s(1 + 0.5s)?
B —10(1 + 0.5s) B 1+ 0.5s
"~ 10(1 4 10.1s 4 1.1s2 + 1.02553 + 0.2554) 1+ 10.1s + 1.152 4+ 1.02553 + 0.25s5%
Quindi

3
eq, () =1imsS,(s)Dy(s) = limsS,4(s) — = 31im S, (s)
s—0 s—0 S s—0
_ 1+ 0.5s
= 3lim — = —
s->0 1+ 10.1s+ 1.1s% + 1.025s3 + 0.25s*

Si ha quindi che il valore di regime dell’errore vale

e() = €, () + eq, () = —3



E’ importante cercare di capire il motivo di questo risultato. Un modo consiste nello spostare il disturbo d,(t)
nella usuale posizione dei disturbi sulla linea di andata.

da(t)
G(s)
d(t)
w(t) e(t) Y * y(t)
- R(s) s G(s) + >

Per verifica, & possibile calcolare anche sulla base di questo schema la funzione di trasferimento dal disturbo
d,(t) all’errore e(t) ottenendo, ovviamente, il medesimo risultato di prima.

Si osservi che la funzione di trasferimento da d,(t) a d(t) € G(s) che ha un polo nell’origine (tipo 1). Quindi,
calcolando il valore di regime di d(t) dovuto all’ingresso d,(t) = 3scal(t), si ha

. . 3 ) . 10 B
d(o) = £§%SG(S)DA(S) = ?_r)r&sG(s); = 3£1_r)r& G(s) = 3?—%5(1 0L 05s) o

Questo & dovuto al fatto che G(s), ai fini dell’analisi a transitorio esaurito, & un integratore con guadagno 10
e quindi “trasforma” un ingresso a scalino di ampiezza 3 in una rampa di pendenza 30.

d,(t) = 3sca(t)

10
S

d(t) = 30ram(t)

Quindi si puo concludere che un disturbo di carico (sull’azione di controllo) a scalino, quando la funzione di
trasferimento G (s) contiene un integratore, & equivalente ad un disturbo a rampa nella posizione usuale dei
disturbi sulla linea di andata.



ESERCIZIO 6

Si consideri il sistema di controllo retroazionato a tempo continuo descritto dal seguente schema a blocchi
d(t)
+
w(t) e(t) u(t) y(t)

e
—_
(%]
—
A 4
o

—_
(%]
—
+
v

I diagrammi di Bode del modulo e della fase della risposta in frequenza di G(s) sono visibili nella seguente
figura

Bode Diagram
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Sia R(s) = 1 e si risponda alle seguenti domande relative alle proprieta del sistema retroazionato,
indicando la risposta corretta con una crocetta.

1. La pulsazione critica vale circa

[a] 0.0001 rad/s [b] 0.05 rad/s [c]1rad/s [d] 10 rad/s
2. Il margine di fase vale circa

[a] 0° [b] —90° [c] 80° [d] —270°

3. Il margine di guadagno vale circa

[a] -10dB [b] 25 dB [c] —25 dB [d]odB



4. Leffetto del disturbo d(t) = tsca(t) sul valore assoluto dell’uscita a transitorio esaurito vale
circa

[a] 0.3 [b] 0.01 [c]0.5 [d] 1

5. L’effetto del disturbo d(t) = tsca(t) sul valore assoluto dell’errore a transitorio esaurito vale
circa

[a]0.3 [b] 0.01 [c]o.5 [d]1

6. L'effettodel disturbo d(t) = sin(0.001¢t) sull’ampiezza dell’uscita a transitorio esaurito vale circa
[a] 0.01 [b] 0.5 [c]1 [d] 2

7. Leffetto del disturbo d(t) = sin(100t) sul’ampiezza dell’uscita a transitorio esaurito vale circa
[a] 0.5 [b] 2 [c]1 [d] 0.0001

8. Prima di diventare instabile, il sistema retroazionato puo tollerare un ritardo d’anello pari a circa
[a]0.01s [b]0.1s [c]1.4s [d]10s

9. 1lI/1 polo/i dominante/i del sistema retroazionato vale/ valgono circa
[a] —0.015 +j0.05 [b] -1 [c]-10 [d]-0.1+j0.1

Siaora R(s) = 3.

10. La pulsazione critica
[a] aumenta [b] diminuisce [c] rimane invariata

11. Il margine di fase

[a] aumenta [b] diminuisce [c] rimane invariato

Con R(s) =1 si hache L(s) = R(s)G(s) = G(s) e quindi i diagrammi di Bode in figura sono quelli della
funzione d’anello.

1. La pulsazione critica vale circa

Il diagramma del modulo attraversa l'assea0dB in we = 1rad/s



Il margine di fase vale circa
In corrispondenza di w. = 1 rad/s la fase vale ¢ = —100° e quindi ¢,, = 80°
Il margine di guadagno vale circa

Il diagramma della fase attraversa I'asse a —180° in w,; = 10 rad/s. In corrispondenza di tale
pulsazione il modulo vale circa —25 dB e quindi k,,, = 25 dB (cioe circa 20).

L'effetto del disturbo d(t) = *scal(t) sul valore assoluto dell’uscita a transitorio esaurito vale circa

La funzione d’anello ha tipo g = 0 e guadagno u,p = 6 dB, cioé u = 2. L'uscita a transitorio esaurito

. . . . . A . . . . .
in corrispondenza di un disturbo a scalino vale o dove A e I'ampiezza dello scalino (tabellina prima

colonna e prima riga oppure applicazione del teorema del valore finale con la funzione di

trasferimento S(s)). Quindi |y ()| = %

L’effetto del disturbo d(t) = tsca(t) sul valore assoluto dell’errore a transitorio esaurito vale circa

Dal momento che la funzione di trasferimento dal disturbo in andata all’errore & uguale a quella dal
1

disturbo all’uscita (a meno del segno), il risultato e il medesimo del punto 4 |e; ()| = e

L'effetto del disturbo d(t) = sin(0.001t) sull’ampiezza dell’uscita a transitorio esaurito vale circa

In corrispondenza di un ingresso sinusoidale ed essendo il sistema retroazionato asintoticamente
stabile, si puo applicare il teorema della risposta in frequenza. La funzione di trasferimento dal
disturbo all’uscita & S(s) e quindi, in corrispondenza di d(t) = sin(0.001t), 'uscita, a transitorio
esaurito, vale

y(t) = |5(]'0.001)|sin(0.001t + argS(j0.00l))
la cui ampiezza & determinata dal valore di |S(j0.001)|.
Sappiamo che & possibile tracciare un diagramma del modulo approssimato per |S(jw)| partendo
dal diagramma di |L(jw)|, tracciando il simmetrico di quest’ultimo rispetto all’asse a 0 dB (cioé
—|L(jw)|45) per w < w¢ e tracciando 0 dB per w > w.. Anche senza tracciare il grafico si puo
concludere che |S(j0.001) |45 = —|L(jw)|45 = —6 dB, cioé

1

[S(j0.001)| = >
L’effetto del disturbo d(t) = sin(100t) sul’ampiezza dell’uscita a transitorio esaurito vale circa
Sulla base delle osservazioni fatte al punto precedente, in questo caso relative alla pulsazione
100 rad/s che & maggiore della wc, si ha che |S(j100)|;5 = 0 dB, cioé

|S(j100)| = 1
Prima di diventare instabile, il sistema retroazionato puo tollerare un ritardo d’anello pari a circa
Il massimo ritardo d’anello aggiuntivo che un sistema retroazionato asintoticamente stabile con

margine di fase ¢,, € quel valore di ritardo T che comporta uno sfasamento pari a —¢,, alla
pulsazione critica w., cioé
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9. |Il/1 polo/i dominante/i del sistema retroazionato vale/valgono circa

Il sistema retroazionato ha un elevato margine di fase e quindi la funzione di trasferimento di
sensitivita complementare F(s) avra un polo dominante reale in corrispondenza della pulsazione
critica, cioé in —1.

Nella figura seguente sono mostrati i diagrammi di Bode di modulo e fase della risposta in frequenza
di F(s) (in rosso), sovrapposti a quelli di L(s) (in blu).

Bode Diagram
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Siaora R(s) = 3.

10. La pulsazione critica
[a] aumenta [b] diminuisce [c] rimane invariato

Con R(s) = 3siha L(s) = R(s)G(s) = 3G(s) e quindi il guadagno d’anello u aumenta di un fattore 3.
Cio corrisponde a traslare verso I'alto di circa 10 dB il precedente diagramma di Bode del modulo
tracciato per R(s) = 1, mentre il diagramma della fase resta inalterato. Quindi, il diagramma di Bode del
modulo attraversera I’asse a 0 dB in corrispondenza di una pulsazione piu elevata.

11. Il margine di fase
[a] aumenta [b] diminuisce [c] rimane invariato

In conseguenza di quanto detto al punto precedente la fase critica diminuisce (aumenta il suo valore
assoluto) e quindi il margine di fase diminuisce.



