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Introduzione

I Model Predictive Control (MPC) nasce proprio allo scopo di risolvere
guesta esigenza.

L'obiettivo € sempre quello di massimizzare il profitto, minimizzando la spesa.

Questa informazione, puramente economica, nel caso del setpoint tracking e
rappresentata solo dal punto di equilibrio verso il quale vuole essere fatto
convergere il sistema.

Tale formulazione ha pero come unico scopo quello di garantire la
convergenza asitotica al setpoint.
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Vincolo terminale di uguglianza

x. contiene l'unica informazione economica che viene comunicata a MPC.

N-1
min > [x() — |13 + [u() — w3
j=0

s.t. x(0) = x(k) Condizione iniziale = Feedback di stato
x(j+ 1) = Ax(j) + Bu(j)
x(NDex u@) el
x(N) = x.

Obiettivo: massimizzare il profitto, minimizzando la spesa.

Come lo ottengo?: dipende dalla sceltadi Q ed R
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Introduzione
Questa strategia e praticamente ottima quando il setpoint non cambia mai.

L'obiettivo economico si raggiunge allo steady state. Il costo del transitorio
non e preso in considerazione. || comportamento del closed-loop dipende
solo dalla scelta di Q ed R.

‘ __________________________________________ Xsp ‘ __________________________________________ Xsp
x(0) x(0)
k Q > R (fast tracking) R < R (slow tracking)
______________ Xs X e e e e e e o ——— i ———————— - —— = s
m
x(0)
- -
k k
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Esempio
Vediamo un esempio. Prendiamo il modello di un reattore isotermico (CSTR)

PO +B — Pl
Pl + B — P2
Con equazioni differenziali:
: . o=1
X1 = U1 — X1 —0X1Xy Y = 0.4
X2 = Uz =Xy —0X1Xp —YVX2X3 T, = 0.1s
953 = —X3 + 0X1X9 —VYX2X3
x.4 — _x4 + yx2x3

X1, X9, X3, X4: CONCentrazione di Py, B, Py, P,. 0<x; <10

uq, U, : portatadi Pj,B. 0<u; <10
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Esempio
Prendiamo come setpoint, quello che soddisfa

(xS' us) = arg rgcnun 7geco (x' u)

s.t. x=f(x,u)
XxXEX uedl

Con
Loco(x,u) = —pyx3 + po(ug +uy)

Il setpoint economicamente ottimo e dato da:

xs = (4.97,1.01,3.58, 1.44) u; = (10,7.48)
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Esempio

Confrontiamo due MPC con le seguenti configurazioni:

Q = 0.11,

R = 0.11,

N =10
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Esempio
Quale dei due e migliore?

Dobbiamo prima definire cosa intendiamo per migliore.

Visto che il setpoint e il risultato di minimizzare £,.,(x,u), allora potremmo dire
che la configurazione migliore e quella che minimizza la seguente cifra di
merito:

T
1
¢ = 72 teco (X, 1)
k=0

Perche allora non usare ¢,.,(x,u) direttamente all'interno del MPC?
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Altre motivazioni

Dire che l'ottimalita economica si raggiunge solo dopo la convergenza al
setpoint e proprio vero?

Non dovrebbe essere anche importante ottimizzare il come ci si arriva al
setpoint (fermo restando che ci vogliamo arrivare)? Ovvero: il costo del
transitorio non dovrebbe essere ugualmente importante?

Ci sono diversi sistemi per cui l'operazione ottima e caratterizzata da
comportamenti periodici: in questo caso non si ha mai convergenza ad un
setpoint. Che succede allora con I'ottimo economico?
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Enunciato del problema

Caso generale: si consideri il sistema (lineare o non lineare) a tempo discreto

x(k+1) = f(x(k),ulk))
y(k) = g(x(k),u(k))
In cui ks =0 e xeR" ueR™, yeRP. Lo stato si suppone accessibile.
f(x(k),u(k)) e continua, derivabile e tale che f(0,0) =0. Si assuma inoltre

I'esistenza di vincoli su stato e controllo x € X,u € U, con X e U chiusi e limitati,
contenenti I'origine nel loro interiore.

Si consideri il setpoint:
(x5, us) = arg &1{3 Leoco (X, U)

Convincoli: x = f(x,u), x e X, ueU
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Enunciato del problema

Per farlo, si assuma una cifra di merito del tipo

N-1
JGUO, () = ) Loco (), u())
=0

Dove ¢,.,(x,u) che usiamo come stage cost per il problema di controllo ottimo
del MPC e il criterio di ottimalita economica e puo essere una funzione di
diverso tipo:

> Lineare o non lineare

» Convessa 0 non convessa
» Definita positiva o definita negativa
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Enunciato del problema
Il problema di ottimizzazione sara quindi dato da

min J (x(k), u(.))

s.t. x(0) = x(k)  Condizione iniziale = Feedback di stato
x(G+ 1) = f(x(,u()
x(G)eX u()elU
x(N) = x.

Nota 1: usiamo ora il vincolo terminale di uguaglianza per semplicita. Ma il
concetto e facilmente generalizzabile al caso con invariante terminale.

Nota 2: usando ¥¢,.,(x,u) come stage cost del MPC, stiamo usando
dinamicamente le informazioni economiche (ottimizzazione del transitorio).
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Receding Horizon

Il problema di ottimizzazione sara quindi dato da

min J (x(k), u(.))

s.t. x(0) = x(k)  Condizione iniziale = Feedback di stato
x(G+ 1) = f(x(,u()
x(G)eX u()elU
x(N) = x.

Ad ogni istante di tempo k:

1. Ottieni la nuova misura dello stato x(k)

2. Risolvi il proble di ottimizzazione e trova u = {u(0), ...,u(N — 1)}
3. Applica solo il primo elemeno della sequeza, u(k) = u,

19



Esempio
Riprendiamo I'esempio del reattore isotermico (CSTR)

P0+B—)P1
PP+B — P,

Con equazioni differenziali:

X1 = Uy — X1 — 0X1Xo

Xo = Uy —Xp — 0X1Xp — YX2X3
X3 = —X3 + 0X1Xy — YX2X3
Xy = —X4 + YX2X3

X1, X9, X3, X4: CONCentrazione di Py, B, Py, P,. 0<x; <10

uq, U, : portatadi Pj,B. 0<u; <10
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Esempio
Analizziamo il nostro MPC economico:
Loco(X,u) = —p1x3+ po(ug +up),  p=(71), N=10 us = (10,7.48)

X = (4.97,1.01,3.58, 1.44)
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Esempio

Completamente diverso dai due MPC precedenti:

Q = 0.11, R = 0.11], N =10
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Esempio
Confronto EMPC vs Tracking:

2o (6, ) = —p1x3 + po(uy +uy),p = (7,1),N=10| vs |Q =0.1],R = 0.1I,N = 10
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Performance ottima

Ma quale dei due e migliore? Facciamo un confronto

Misura del profitto medio (lo vogliamo massimizzare):

T
1
b = ?Z p1x3 — pa(uy +uy)
k=0

Misura del costo transitorio medio (lo vogliamo minimizzare):

T
VY= Loco(x(k), u(k)) — Leco(xs, usg)
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Performance ottima

Misura del profitto medio (lo vogliamo massimizzare):
T
1
o = 72 p1x3 — p2(uq + uy)
k=0
Misura del costo transitorio (lo vogliamo minimizzare):

T
Y= Loco(x(k),u(k)) — Leco(xs, us)

Economic MPC Tracking MPC
P 6.83 6.80
Y 23.29 23.90
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Esempio

Guardiamo il costo ottimo del problema EMPC:

-50 1
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I costo dellleconomic MPC non e
monotono.

C'e anche un punto in cui e piu basso
rispetto al valore asintotico (che dovrebbe
essere il minimo).

Come mai?
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Ingredienti

Nelle scorse lezioni abbiamo visto che nella progettazione di un MPC che
garantisca che il sistema in anello chiuso sia asintoticamente stabile
dobbiamo soddisfare le seguenti condizioni

Ingrediente Descrizione

1 f(x,u) e £(x,u) continue

2 Set dei vincoli compatti

3 £(x, u) e V¢(x) definiti positivi

4 Ipotesi base di stabilita: esistenza della CLF

5 Ipotesi di invarianza: esistenza di un control invariant set

UNIVERSITA pa
(/\w ‘ DEGLI STUDI di Ing
''''' DI BERGAMO del



Cosa succede con I'EMPC?

L'esempio precedente mostra come il costo dellleconomic MPC non €
monotono.

C’'¢ anche un punto in cui & piu basso rispetto al valore asintotico (che
dovrebbe essere il minimo).

Questo perche la funzione ¢,.,(x,u) che usiamo come stage cost nella
formulazione economica del’MPC non e necessariamente definita positiva.

Puo anche verificarsi che €., (xg, ug) > .0, (x, 1).
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Cosa succede con I'EMPC?

La conseguenza di questa situazione e che, nel dimostrare la stabilita

del'lEMPC usando il teorema di Lyapunov, non e possibile dimostrare la
decrescita monotona del costo.

Non e infatti vero che
AJ(x) = J2(x*) =] (x(k)) < —Leco(x°(0; %), u®(0; x))

sia definito negativo (in quanto #,.,(x,u) non & necessariamente definita
positiva).

Ma le simulazioni mostrano che il sistema in closed-loop e asintoticamente
stabile....

DEGLI STUDI !
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Come dimostrare la stabilita?

Ma le simulazioni mostrano che il sistema in closed-loop € asintoticamente
stabile....

Le ipotesi fatte fin‘'ora non ci permettono di dimostrare la stabilita secondo |l
teorema di Lyapunov.

Abbiamo bisogno di qualcos’altro..

In realta sappiamo gia di cosa abbiamo bisogno...
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Esempio: Molla-smorzatore non lineare

Forza elastica

h(x)
\Forga attrito k(x) — koX(t) + k1x3(t)
u(t) ViSCOSO
™~ Forza motrice Forza attrito viscoso

| X(®) h(x) = bx(t)]|x(t)]

Bilancio di forze (considerando un sistema autonomo)

Mi(t) = —k(x) — h(x) :> M5 (t) +ko x(t) + kx3(t) + bx(®)|x(t)| =0

Valutiamo I'energia totale del sistema come somma di energia cinetica ed
energia potenziale.

K sf}a, UNIVERSITA ‘
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Esempio: Molla-smorzatore non lineare

Valutiamo l'energia totale del sistema come somma di energia cinetica ed
energia potenziale.

V(x,x) =T(x,x)+ U(x, x)

Con:
1 X x2 x4
T(x,x) = EM)’CZ U(x,x) = j kox + kix3dx = ko? + klz
0
Energia cinetica Energia potenziale
Quindi:
V(x,x) 1M‘2+k x2+k X
xX,x) =—Mx — —
2 09 14
O



Esempio: Molla-smorzatore non lineare

Come varia I'energia del sistema:
dV(x, x)
dt

Da questo deduciamo che V < 0 per ogni x # 0. Quindi I'energia del sistema &
continuamente dissipata finché V = 0, quando x = 0.

= Mxi + koxx + kyx3% = —bx2|x| = —b|%3|

Se il CSTR si stabilizza, vuol dire che dissipa energia in qualche modo.

Proviamo a formalizzarlo.

DI BERGAMO | dell'r 34




Dissipativita

Definizione: un sistema f(x,u) si dice dissipativo rispetto ad un supply rate
s(x,u): XXU - R se esiste una funzione A(x): X — R tale che

A(f(x,u)) —Alx) <s(x,u) V(x,u) € XXU

Inoltre, se esiste una funzione definita positiva p(x): X - R, e tale che

A(f(x,u)) —Alx) < —p(x) +s(x,u) V(x,u) € XXU

allora il sistema si dice strettamente dissipativo.

'* | DIBERGAMO | dell'r 35




Dissipativita

Interpretazione fisica: /‘energia accumulata al tempo k+ 1, ovvero
A(f(x,u)), € al piu uguale alla somma dell’energia accumulata al tempo k,
ovvero A(x), pit I'energia fornita dall’esterno, ovvero s(x,u).

Il sistema internamente puo solo disperdere energia, creazione interna di
energia non e possibile.

Solo un sistema in grado di dissipare energia puo convergere a un punto di
equilibrio asintoticamente stabile
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Dissipativita

Sia s(x,u) = Loco(X,U) — Loco (x5, Us)

Ipotesi: esiste una funzione A(x): X —» R tale che V(x,u) € X XU

min £eco(x, u) + A(x) — A(f (x,u)) = Loco(xs, us)

(xw)

Si definisca ora il costo rotato
L(x,u) = eco(x,u) + A(x) — A(f (x, u))
Da questa definizione notiamo che

min L(x,u) = €eco(Xs, Us) = L(Xs, Us)
(x,u)

HE 4 : | DEGLI STUDI | dilngeg ,
'*//m\{' 2 | orBERGAMO | delmfon ella Pr N 57



Dimostrazione di stabilita

Era proprio quello che cercavamo!

N—-1
Definiamo il costo ausiliare del’EMPC come 1V (x(k),u(.)) = z L(x,u)
j=0
Definiamo il problema di ottimizzazione ausiliare
muin V() u(-)) Esattamenti gli stessi vincoli.
s.t. x(0) = x(k) Funzionale di costo diverso.
x(+1) = f(x()u@))
x(DeX u() el Si puo dimostrare que questo
x(N) = x problema e I'originale danno la stessa
- S

soluzione.
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Dimostrazione di stabilita

Lemmai: il problema di ottimizzazione originale e quello ausiliare restituiscono
la stessa soluzione.

Prova: analizziamo il funzionale di costo del problema ausiliare

V), u(.)) = Z LE(), ()

N—1

M

Leco(x(), u()) + A(x()) — Af (x (), u()))

= 2 Leco(x(), u()) + A(x()) — A(x( + 1))

ooooooooo Jellinfo : 39
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Dimostrazione di stabilita
N-1 N-1
V() u() = ) LEDUD) = ) Lo, u()) +AE) = A + 1)
=0 =0
= 2(x(0)) - A(x (1) + A(x(1) = 2(x(2)) + -+ A(x(N — 1)) = A(x(V))

+ 3 Loeo(x(),u()
=0

N-1
= 2x(0)) = (X)) + ) Loco(x(),u())
7=0

N-1
= Ax(0) = AC) + ) oo (), u())
7=0

TR partiments
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Dimostrazione di stabilita

N-1 N-1
Ve, u()) = ) LE() () = AG(0)) = A0k) + ) Laco (), u()
j=0 J=0

= Ax(0)) — Alxs) = J(x(k), u(.))

Questo vuol dire che la differenza tra il costo originale e quello ausiliare € data
da una costante

VQx(k),u(.)) = J(x(k),u(.)) = A(x(0)) — A(xs)

Dato che i vincoli dei due problemi di ottimizzazione sono esattamente gli

stessi, allora le soluzioni ottime saranno le stesse.
QED
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Dimostrazione di stabilita

Possiamo quindi usare il valore ottimo della funzione V(x(k),u(.)) come

funzione di Lyapunov candidata e dimostrare la stabilita del sistema in
closed-loop con EMPC secondo il teorema di Lyapunov.

Teorema: se il sistema f(x,u) e strettamente dissipativo rispetto ad un
supply rate s(x,u) = feco(x, 1) — Loco (x5, ug), allora VO(x(k)) serve da funzione
di Lyapunov per il sistema in closed-loop con I'EMPC e il punto di equilibrio
economicamente ottimo x; € un p.e. asintoticamente stabile.

Prova: i) si assuma senza perdita di generalita che ., (x, us) = 0. Allora:

Lix,u) =0=>V9x(k)) =0
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I —
Dimostrazione di stabilita
Inoltre £,.,(x,, us) = 0 implica L(xg,ug) = 0. Da cui
VO(xs) =0

Cid dimostra che V°(x(k)) & una funzione definita positiva.
ii) Inoltre, usando gli stessi argomenti della dimostrazione di stabilita del MPC
AV (x) =VO(x™) —VO (x(k)) < —L(x°(0; x),u®(0; x)) + L(xg, us)

< —Poco(x°(0; x), u%(0; x)) — A(x°(0; %)) + A(f (x°(0; x), u°(0; x))) + L(xs, us)

< —-px%0;x)) <0
QED
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Conclusioni

> |l controllo predittivo economico € una strategia efficiente di controllo che
punta ad ottimizzare la performance economica del sistema che si vuole
controllare. Questo grazie all'ottimizzazione della traiettoria transitora con
cui si arriva al setpoint economico.

» La stabilita asintotica € assicurata dalla dissipativita del sistema, ma va
dimostrata usando il valore ottimo del costo ausiliare V(x(k),u(.)) come
funzione candidata di Lyapunov.

» Non & necessario trovare la funzione A(x): I'equivalenza delle soluzioni ci
permette di usare il funzionale di costo J(x(k),u(.)) nellimplementazione e
il funzionale di costo V(x(k),u(.)) nella dimostrazione.
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