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Trasformata Z

Dato un segnale a tempo discreto s(k) : Z* —» R la trasformata
Z e il polinomio:

0.0)

Z[s](z) = z s(k) - z7% =s(0) + s(1)z71 4 -

k=0

Dove la variabile z € un numero complesso, z € C.
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Perche un'altra trasformazione?

»Converte un segnale a tempo discreto, che e una funzione reale, in
una rappresentazione complessa nel dominio della frequenza.

»La trasformata discreta di Fourier e un caso particolare di
trasformata Z (con z = e/?) che ci permette di vedere le componenti
spettrali di un segnale.

»In parole povere, puo essere vista come la versione discreta della
trasformata di Laplace.

»La trasformata Z ha alcune proprieta interessanti che ci permettono
di analizzare i sistemi dinamici.
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Esempio: scalino discreto

1 k=0
Step(k):{o k<0 1+ o o o o o

co

Z[step](z) = Z step(k) - z7%

k=0
(00]
k=0 0® ®

step(t)

= Z(Z_l)k 2 4 o 1 2 3 a
k=0 Time
1
1—2z1 : .
Tz Serie geometrica (|a| < 1)
z—1
La trasformata Z converge iffLa 2 gt
trasformata Z converge |z| > 1 =0 1-a
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Esempio: impulso discreto

. {1 k=0 A
mp (k) = {o k#0
Z[imp](z) = 2 imp(k) - z™" <
e £
=120
=1
0] ®
La trasformata Z converge sempre 5
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Esempio: rampa discreta

4 L
k k=0
ramp(k) = { =
0 k<0 |
Z[ramp](z) = Z ramp(k) - z7% % , .
k=0 S
= Z k . Z_k 1 ®
ko=oO
00 o e
= Z k- (z71H)k 2 0 1 2
k=0 Time
~1
z
- (1-2z"1)2 .
B Z Con |a| < 1 E noto che:
- (z—1)? o

La trasformata Z converge iff |z| > 1

Z tat = e
(1—a)?

t=0
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Esempio: esponenziale

10.4976 .
Ak k>0
k) = =
exa (k) {0 k<0
Z[ex;](2) = Z ex; (k) - 27 S seo| ‘
k;O 5‘_
— Z /‘{k . Z—k 3.24 ¢ o
k=0 1.8 1 ®
(0.0) 1 - @
_ . ,—1\k oe e . . . .
N Z(A z ) -2 -1 0 1 2 3
k=0 1 Time
- 1—2Az71
__Z Con |a| < 1 & noto che:
z—A
D at =1
. a” =
La trasformata Z converge iff |z| > A L~ 1-a
Tt | e | oo
\a(a1) | preercamo | del



Regione di convergenza

 La trasformata Z non converge per ogni valore z € C

 Laregione di convergenza di un segnale € chiamata ROC (region of
convergence)

* La ROC deve essere fornita per definire completamente la trasformata Z

» Per segnali taliche s(k) = 0,Vk < 0 la ROC & nella forma:

Im“

ROC[s] = {z s.t.|z| > M} (N
N

per alcuni positiviM € R
Per noi, quest'ultima proprieta e sempre vera

DDDDDDDDDD
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ROC: Esempi

ROC|step]| = {zs.t.|z| > 1}
ROC|imp] = C

ROC|ramp]| ={zs.t.|z| > 1}

ROClexy| =1{zs.t.|z| > A}
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Polynomial form

Dato un segnale s(k) e z € ROC|s] si ha:

Dove N(z) e D(z) sono polinomi di grado finito.

* Le radici di D(z) sono chiamate poli del segnale
* Le radici di N(z) sono chiamate zeri del segnale

* | poli e gli zeri sono singolarita di Z[s](2).




Forma polinomiale: esempi

Zlstepl2)=7—7  py=z-1  Poli:1

_ Zeri: none
Zlimpl(z) =1 N(z) =1 :

D(z) =1 Poli: none

Z N(Z) =7z Zeri: 0

Zlrampl(z) =
[ramp](2) (z—-1)? D(2) = (z—1)? Poli: 1 e 1 (doppia molteplicita)
Z[BXA](Z) — 7= D(Z) =z—-1 Poli: 4

2qar2
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Linearita

Dati due segnali s, (k) and s,(k) e a, B € C, la trasformata Z del segnale:
glk) =a-si(k)+ B -s(k)

e data da:
ZgI() = ) g -z = ) - 5,00 + B - 5,(0)] - 2%
k=_000 k=0 -
— az s;(k) - z7k|+ B z s, (k) -z
k=0 k=0
=a-2Z[s1](z) + B - Z|s;](2)




Ritardo

Dato un segnale s(k) la trasformata Z del segnale:
g(k) =s(k—1)
e data da:

91(2) = z g0k - 2°

= (0) +g(Dz7" +g(2)z™* +
=s(—1) +s(0)z7 1 +s(1)z7? +-
=04+2z"1-(s(0)+s()z7t + ---)
=z 1. Z s(k)-z7%|=z"1. Z[s](2)

k=0
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Anticipo

Dato un segnale s(k) la trasformata Z del segnale:
glk) =s(k +1)

E data da:

912) = 2 g(k) -z

= 9(0) +g(M)z7t + g(2)z72
=s(1) +s(2)z71 + 5(3)2_2 + -

=z-5(0)—z-s(0) +s(1) + 5(2)2_1 +s(3)z7%+ -

(0%¢)

=—z-5(0)+z- s(k)-z7"
2
=—z-5(0)+z- Z[s](2)

=z-Z|[s|(z) —z-s(0)

/e i50~Ns | UNIVERSITA
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Teorema del valore iniziale

Dato un segnale s(k) allora:
lim Z[s](z) = s(0)

Z—+00

Questo perché:

lim Z[s](z) = lim [s(0) +|s(1)z~1 +s(2)z7% -]

Z—+00 Z—+ 00

= s(0) /

Tutti tendono a0

/FN;\\ UNIVERSITA
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Teorema del valore finale

Dato un segnale s(k) con trasformata Z razionale tale che tutti |
poli p; abbiamo |p;| < 1 oppure sianop; =1

lim[(z ~ DZ[s1(2)] = lim s(k)

Y A d

DI BERGAMO | dell'r
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Trasformate importanti

51(k) = imp(k) = {(1) M &) =1

5, (k) = step(k) = {3 i i 8 - Zls,1(z) = — -
53(k) = ramp (k) = {’5 ’; i 8 — Zls31(2) = 7 _Zl)z
s4(k) = par(k) = {’; A &) o=

DDDDDDDDDD




Trasformate importanti

SS(k)=exa<k>={ﬂo" = - 50-—
' k) k=0 B Z-Sinw
sk} = {Sm((g ) k<0 “ Zlsel(2) = z2 —2zcosw + 1
_Jcos(w-k) k=0 _ z-(z—cosw)
S7(k)—{ 0 k< 0 “ 2[57](2)_22—22cosa)+1
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Trasformata Zinversa

Esistono diversi modi per calcolare la trasformata inversa:

 Decomposizione di Heaviside Non trattata in questo corso

* Lunga divisione

~
|
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Lunga divisione

Sappiamo che:

N
Z[s](z) = % =s(0) +s()z7 1 +--

Pertanto, se risolviamo la divisione tra i due polinomi N(z) e D(z),
otteniamo i valori del segnale originale.

DI BERGAMO | dell'r
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Lunga divisione: esempio

N(Z)_4-ZZ—Z+2
D(z) z2+4+2z+42

z°+2z+2=D(2)

4—-9z71+12z72 - 6273 + -

I l 3(13) =—6

s(2) =12
s(1) = -9
s(0) =4

+9z +18 +18z71

+12 +18z71
—12 —24z71 —2472

;if’/rf%t“,ﬁ% UNIVERSITA ‘
H| rf ]2 | DEGLI STUDI | dilngeg
M DI BERGAMO | d
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Remark

 La lunga divisione fornisce solo un numero finito di campioni
dai segnali originali.

* Se vogliamo l'intero segnale, dobbiamo usare altre tecniche
(come la decomposizione di Heaviside).

;if’/rf"’“,ﬁ";, UNIVERSITA
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Trasformata di Fourier a tempo discreto

La trasformata di Fourier a tempo discreto puo essere ottenuta valutando la

trasformata Z di s(k) in z = e/«:

Fls(k)] = 5(ejw) Fls(k)] = [ Z s(k)-z—k]

KkK=—o0 Z_ejw

Interpretazione: |la DFTF é la trasformata Z

vincolata nel limite del cerchio unitario, cioe tuttii [m(z) , pefw
valori di z che possono essere scritti come z = ¢/?, P
cioe tuttii punticon modulop =1 3
w
— >
Fls(k)] = S(2) e J® Re(z)

;if’/»f*qsﬁa, UNIVERSITA :
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Trasformata di Fourier a Tempo Discreto (DTFT)

Interpretazione: |la DFTF ¢ la trasformata Z vincolata nel limite del cerchio unitario

S(2)]

Fls(k)] = S(z)

Z=ej“)
Per semplicita prendiamo il modulo di S(z) e
S(e/“). Allora, |S(z)| & una superfice nel

piano complesso, mentre [S(e/“)| & un

percorso sul piano complesso.

i( [iAonil )3 | DEGLISTUDI | dilngeg :
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Outline

2. Funzione di trasferimento
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Trasformata Z dei movimenti

Si consideri il movimento di stato del sistema LTI:
x(k+1)=A4-x(k)+ B -u(k)
y(k)=C-x(k)+ D -u(k)

Corrispondente all'ingresso u(k) = ui(k), k = 0 e stato iniziale X(0) = 0.
* Vogliamo calcolare:

« Z|x](2): la trasformata Z del movimento forzato dello stato
« Z|y](2): la trasformata Z del movimento forzato dell'uscita

DI BERGAMO |
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Movimento forzato dello stato

Sappiamo che:

FO) 2% +1) = A-%k) + B - ii(k)

Pertanto:
Z[fl(z) = A- Z[X](z) + B - Z[u](2)
z-Z[x](z) —z-x%(0) = A-Z[X](z) + B - Z[i](2)
z-Z|X|(z) — A-Z|x](z) =B - Z|u](2)
(z I, —A) - Z|X|(z) = B - Z[u](z)
Z[%](z) = (z- I, — A)™" - B - Z[u](2)
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Movimento forzato dell'uscita

Sappiamo che:
y(k)=C-x(k)+ D -u(k)

Pertanto:

Zlyl(z) = C - Z[x](z) + D - Z[u](2)
=C-(z-1I,—A)"1-B-Z[u](2) + D - Z[u](2)
=[C-(z-I,—A)™" - B+ D] Z[i](2)
= G(2) - Zlu](2)




Funzione di trasferimento

Z[y1(2) =|G(2)|- Z[u](z)
Z[y1(2) B 1
7 =G(2)|=Cc(l, — A B+ D

1 Funzione di trasferimento

Il rapporto tra la trasformata Z del movimento forzato dell’'uscita
forzata e il suo ingresso corrispondente e una funzione di z,
chiamata funzione di trasferimento, che non dipende dall'ingresso

specifico, ma solo dal sistema.
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Significato della funzione di trasferimento

La funzione di trasferimento di un sistema LTIl ci permette di
calcolare il movimento forzato dell'uscita utilizzando una

moltiplicazione

u(t) y(t)
— G2 [T
U(z) Y(z) =G(2) -U(2)

Pertanto, il movimento forzato dell’'uscita puo essere calcolato
calcolando una trasformata Z inversa.

E una rappresentazione esterna di un sistema LTI.

'''''''''''
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- -1 1 _
Esemplo [Ccl Z] =a-d—b-c—dc ab]
i=los o2l Bl c=mu o=

Calcolare la funzione di trasferimento:
G(z)=C(zl,—A)™*B+D

(3 1].([2 0]_ 8.; 8';})_1'[1]“)

=3 1] [Z— Py 2_0042 [0]

1 z—0.2
=13 1]'<z2—o.3z—o.1 03 z-— 01) [0]




35

Esempio

i=los o2l E=ll c=mu o

Calcolare la funzione di trasferimento:

1 _
6@ = 5a, =013 1 § o.glz z 8'L(L).1] | [(1)]

1

=2 -037-010 1]'[

z—0.2
0.3

3z —0.3
- z2-0.3z-0.1

:‘}\’/hf:??ﬂs?‘g UNIVERSITA ‘
‘/t|/\1' )* | DEGLISTUDI | dilngeg
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Example

Ora possiamo ignorare le matrici A, B, C e D e concentrarci sulla funzione di
trasferimento:

3z—0.3
z—0.3z—0.1
Calcoliamo il movimento forzato con un ingresso a scalino:

u(k) = step(k) = {(1) i i 8 ‘ Zul(z) = %

Pertanto:

G(z) =

3z—0.3 Z
z2—-03z—-01 z—1

Zyl(z) = G(2) - Z|ul](2) =
3z% — 0.3z
z3—1.3z24+0.2z+ 0.1

e 5aNs | UNIVERSITA
\/tf ]2 | DEGLI STUDI | dilngeg
w DI BERGAMO | dell'r
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Esempio E possibile calcolare

questi punti per
mezzo della lunga

37203z divisione

Z|yl(z)=

z3—-1.3z%240.22z+0.1

»,

() | et | men

H 1Aa | - di Ingegneria Gestionale
e o

Ra802
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Interpretazione della funzione di trasferimento

Si consideri un sistema con funzione di trasferimento:
Z[yl(z)
Z[u](z)

= G(2)

E I'ingresso u(k) = imp(k):

u<k>=imp(k>={(1) 0 e (o) =1

zwlkz) -6z P 2 =6

La funzione di trasferimento e la trasformata Z della
risposta all'impulso del sistema

/FN;\\ UNIVERSITA
[ Mo i | DEGLI STUDI
Aml'n' I | DI BERGAMO
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Strutturadella FdT
G(z) =C(zl, —A)™B+D
" K(z) € R & la
— -1 — . tri iunt
= Gat, - P | M

_ CK(2)B _ CK(z)B + D - det(zl, — 4)
G(z) = det(zl, — A) D= det(zl, — A)




Strutturadella FdT

CK(z)B + D - det(zl, — A) N(z)

6(2) = det(zl, — A) ~ D)

D(z) = det(zl,, — A)
Il denominatore € il polinomio caratteristico ¢(z) della matrice A

N(z) =CK(z)B + D - det(zl,, — A)
Il numeratore € un polinomio in z




41

Osservazioni sul denominatore
D(z) = ¢p(z) = det(zl,, — A)

» Hagradop =n

» Per il teorema fondamentale dell'algebra, ha n radici che sono chiamate
poli del sistema.

» Le radici corrispondono agli autovalori di A

» Possiamo valutare la stabilita del sistema osservando i suoi poli: /I
sistema e asintoticamente stabile se i poli della sua funzione di

trasferimento sono taliche |z;| < 1
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Osservazioni sul numeratore
N(z) =CK(z)B + D - det(zl,, — A)

| e radici del numeratore sono chiamate zeri del sistema.

Il polinomio CK(z)B ha sempre grado < n

Sistemi strettamente propri ‘ D=0 ‘ N(z) hagradom <n

Sistemi propri ‘ D=+0 ‘ N(z) hagradom =n
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Semplificazioni

« Ci sono casi in cui N(z) e D(z) hanno una o piu radici comuni
che si annullano nella funzione di trasferimento.

« Se Cio accade, il sistema ha alcuni componenti non osservabili
nella relazione input-output.

 Per comprendere questo concetto, useremo un esempio.

/e i50~Ns | UNIVERSITA
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4tsempio

_ [0 B )
A= [o1 0.2 B_u C—f 1] o
La funzione di trasferimento e:
_ — : o
(Z) (Zn ) C d a.d_b'C—C a]
= z—0.5 -1
=[1 1]- [_ 0 L 02] []
_ 1 - 05 0
“Z-05) -0t U O
1 0
(z—-05)-(z2-0.2) [1 1] Z—O.S]
YR




‘Esempio
A= [01 0 B=[‘ﬂ c=[1 1] D=0

La funzione di trasferimento é:
Z/’(fS
(z>075) - (z—-0.2)

1
- z—-0.2

G(z) =

Per capire cosa significa questa semplificazione zero-polo, diamo
un'occhiata alla rappresentazione in spazio di stato.

e 5aNs | UNIVERSITA :
\/tf ]2 | DEGLI STUDI | dilngeg
w DI BERGAMO | delllf

2ea)



4tsempio A= > B=[]] c=n 1 Dp=o

(x,(k + 1) = 0.5%, (k)
xo(k+1) =0.1x1(k) + 0.2x,(k) + u(k)
 Y© =1+

A

x(k+1)=A4-x(k)+ B -u(k)
y(k) =C-x(k)+ D -u(k)

Poiché la funzione di trasferimento calcola solo il movimento forzato:
x1(0) = x,(0) =0

pertanto:
x1(k) =0,vk >0

Per questo motivo, il movimento forzato di questo sistema & lo stesso di quello di:

{xz (k+1) =0.2x,(k) + u(k)

y(k) = x,(k)

che ha come funzione di trasferimento:

G(z) =

z—0.2

:if’/»ﬁ'qsﬁa, UNIVERSITA :
| /t|/\1' )* | DEGLISTUDI | dilngeg
f‘\ﬁ DI BERGAMO | dell'r
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Osservazione: semplificazione
Consideriamo il caso in cui ci sono ¢ semplificazioni tra zeri e poli:
» |l grado del denominatore diventap =n —c
>l grado del numeratore diventam <n —c
»p =mseesoloD # 0, i.e. il sistema non e strettamente proprio
> Ci sono ¢ autovalori of A che non sono poli (quelli semplificati)

»Possiamo valutare la stabilita con certezza utilizzando la funzione
di trasferimentose e solosec =0

5;;/,;1@3\3;, UNIVERSITA

3] f] °ql_|3 | DEGLISTUDI | d
Anl'n ,\/rﬁ" DI BERGAMO |
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Guadagno statico

Ricordando che:

G(z) =C(zl, — A)"B+D

Possiamo notare che:
G()=CA-1,-A)B+D
=C(,—A)"B+D
=
dove u e il guadagno statico del sistema.

:ff’/{*'qg\“jg UNIVERSITA
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